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Erick J. YARUPAITAN MEsias! RESUMEN

El objetivo de este estudio fue determinar
las coordenadas de los 32 vértices de un
hexacontaedro pentagonal para especificar la
ubicacién de los 32 transductores actsticos
del Espejo Aciistico con Inversion del Tiempo,
mediante ecuaciones diferenciales e identidades
trigonométricas, cuyas aplicaciones serdn la
recepcién y transmision invertida de sefales
acusticas, a través de un dispositivo electrénico
de procesamiento para una media multi-objetivo
de aplicacién en el campo de la medicina, asi
como en comunicaciones submarinas y en
sistemas de deteccién de aparicién de fisuras
en aeronaves. Como resultado del estudio se
obtuvo las coordenadas esféricas de los 32
vértices equidistantes entre si, y en relacién con
el centro del mismo.

Palabras clave: espejo actstico con inversién
de tiempo, hexacontaedro pentagonal, trans-
ductores actsticos, ecuaciones diferenciales

ABSTRACT

The aim of the study was to determine the
coordinates of the 32 vertices of a pentagonal
hexacontaedro to specify the location of the 32
acoustic transducers of the “Acoustic Mirror
with Time Reversion” by differential equations
and trigonometric identities , whose applications
will be reverse reception and transmission of
acoustic signals through an electronic processing
device for a multi- objective media medical
field, as well as submarine communications and
systems to detect the appearance of fissures in
aircrafts. As a result of the research, we obtained
the spherical coordinates of the 32 vertexes,
both equidistant from each other and in relation
to the center of it.

Keywords: acoustic mirror with time reversion,
pentagonal hexacontaedron, acoustic transdu-
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Introduccién

La investigaciéon Espejo Aciistico con
Inversion del Tiempo requiri6, para su im-
plementacién, la adecuada ubicacién de 32
transductores acusticos sobre la superficie de
una esfera de un cierto radio.

Se observé que el dodecaedro regular
cuenta con 20 caras y 12 vértices, por tan-
to, se optd por sobreponer, en sus 20 caras,
sendas pirdmides pentagonales cuyos vérti-
ces yacen sobre la misma superficie esférica
en que se hallan circunscritos los 12 vértices
iniciales, logrando asi un hexacontaedro.

El hexacontaedro generado posee 60 ca-
ras y 32 vértices, pero no es regular ya que
las caras triangulares de las pirdmides penta-
gonales superpuestas no son equildteras. El
hexacontaedro producido luce similar a algo
esférico, pero las coordenadas de sus 32 vér-
tices corresponden a las ubicaciones requeri-
das para los transductores acusticos.

Objetivo

Determinar la ubicacién de 32 transducto-
res, perfectamente equidistantes del centro
de una esfera y entre ellos.

Desarrollo
Antecedentes

El tetraedro, el hexaedro, el octaedro, el do-
decaedro y el icosaedro, poliedros regulares
de caras idénticas y con poligonos regula-
res del mismo tipo (Barriga & Fayo, 2014),
son los cinco sélidos ideales, estudiados por
los antiguos griegos (Lépez, 2007). Fue
Pitdgoras, quien llama al dodecaedro la “esfe-
ra de 12 pentdgonos” (Mallo, 2015). Resulta
oportuno y conveniente pasar revista a las
caracteristicas del dodecaedro, pues a partir
de él, se creé el hexacontaedro pentagonal.

El sistema de coordenadas esféricas, al
poseer simetria esférica, segiin Marsden y
Tromba (1991) “simetria alrededor de un
punto” (p. 51), se utiliza para determinar
la posicién espacial de un punto (Armenta,
2011) mediante una distancia y dos dngulos.

En consecuencia, un punto “P” queda
representado por un conjunto de tres mag-
nitudes: el radio “r”, el dngulo polar “0” y el
azimut “@”.

.y

Figura 1. Representacién de coordenadas esféricas

El radio vector V; del i — ésimo vértice
viene dado por:

V=t [ﬁxsen(el)cos((pi)+ﬁ}sen(6i)sen((pi)+ﬁ:cos(61)} 1)

En esta expresiéon “t” es el radio de la es-
fera; 0. es el dngulo polar y 9, el acimut del
vértice. Para el caso del dodecaedro, se su-
pone cinco vértices, en el hemisferio norte,
con un mismo dngulo polar 0, y acimuts
equi espaciados, cinco vértices en el hemis-
ferio sur con un mismo dngulo polar n-0 , y
acimuts equi espaciados, cinco vértices en el
hemisferio norte con un mismo dngulo polar
0, y acimuts equi espaciados y cinco

Figura 2. Representacion pictérica del dodecaedro
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vértices en el hemisferio sur con un mismo
dngulo polar 7-8 ) y acimuts equi espaciados
en perfecta simetria. Es decir:

0,=0,=03;=04=05=0p;
@1=0, @2 =27n/5, @3 = 4n/5, @4 = 61/5, @5 = 81/5;

0= 07,=05="09=0,0=0p;
06 =0, ¢7=21/5, s = 41/5, 9 = 61/5, @19 = 87/5;

011=0612=013=014=015=1—06p;
Q11 =T1/5, 012 =37/5, @13 =1, Q14 = T1/5, Q15 = In/5;
016=017=013=019 =020 =1 — Bup;
P16 = TE/S, P17 = 3Tt/5, P18 =T, P19 = 7TE/5, 020 9n/5. (2)

Como las caras del dodecaedro son 12
pentdgonos regulares idénticos, los vértices
dados por V, V,, V. VvV, en particu-
lar, definen un pentagono regular espaciados
2m/5 con respecto al dngulo azimutal “@”.

.-|r-" ¥

P e =qleln

Figura 3. Vista superior de una cara del dode-
caedro

Si se gira la cara superior del dodecaedro
con respecto al dngulo polar, 6 = /2, se apre-
cia que los vectores V,, V., V., V vy V,
tienen como punto inicial el origen del do-
decaedro y se encuentran en el dngulo polar

0= eUP"

Figura 4. Cara superior del dodecaedro rotado
0=1/2

Sise incluyen las caras adyacentes a la cara
superior del dodecaedro, se podrd visualizar
que el vector V y el vector V= se encuen-
tran en el dngulo azimutal @,

=(p6=0.

Figura 5. Cara superior del dodecaedro y caras
adyacentes

Si se rota en 0= 7/2, la cara superior del
dodecaedro, incluidas las caras adyacentes,
se aprecia que el vector V. se encuentra en
el dngulo polar 6,=6.

Figura 6. Cara superior del dodecaedro rotado
q= p/2 y caras adyacentes

Con el fin de visualizar correctamente los
vectores V| V |y V,, se rota alrededor del
eje “2” un dngulo azimutal en p/5 segin se
muestra en la Figura 5.

afl
(%] |."'|

| 1) 1-—:' [ ]
0= Oy p U?’ri.l...

P R
Oy= Oy,

Figura 7. Caras adyacentes y superior del do-
decaedro rotado con respecto al dngulo polar
en 6:% y al dngulo azimutal en ¢ = /5
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Las ecuaciones correspondlentes a los vértices V5 Vo5 Vs 5 Vous Vs Y V6 SON:

V, =r [ﬁxsen (6, )cos(0)+1 sen (6, )sen (0)+1i_cos(6,, )] 3)
V, =1 [ﬁxsen(é’w,)nL i _cos(6,, )] “)
V,, =1 | @ sen(6,, )cos (257[} +1 sen (6, )sen (25”) +1i_cos (6, )} ®))

V,,=r | f,sen(6,,) cos(4ﬁj +1i sen (6, )sen ( 4”) +1.cos(6,, )} (6)

V,, =T ﬁusen(HUP)cos(&[j+ﬁ'_sen(0w,)sen 7). 4 cos(6,,)

(7

|
V. or {ﬁxsen(ﬁup)cos(?J+ﬁysen(9UP)sen[85ﬂJ+ﬁzcos(6’up)} ®)
Vyo =1 [ @1,sen (6, )cos(0)+ i sen (6, )sen (0)+i.cos(6,)] )

Vi =t [fi,sen(6,)+1.cos(6,)] (10)

Se obtiene el vector V,, —V,, de (4) y (5):

V, =V, =t {ﬁxsen(ew,){cos(zsﬂj—l}+ﬁysen(9UP)sen(25”j} (1)

V, -V, —r sen(@w,){—ﬁx {1 _ cos(zsﬂﬂ v ﬁysen(zsﬂ)} (12)

Se aplican las formulas E1 a: l—cos(z?ﬂj y E2 a:

sen (%ﬂj para reducirlas a % las que rinden:

Vi, =V, =rsen(6,,) {—ﬁx 2sen’ (ZJ +@i 2sen (Z) cos (ZH (13)
V,, =V, =2rsen(6,,)sen (Zj {—ﬁXsen (zj +1i, cos (Zﬂ (14)
Dénde el médulo de V, =V, es:

|V, =V, =21 sen(HUP)sen(%j (15)

Y el vector unitario es:

A VAN T
—i sen (;J +1, cos (gj (16)

Luego se evaluaV, —V,, de (4)y (10):

Voo — Vai :r{ﬁx [sen(HD)—sen(HU,,)]—i—ﬁz [COS(HD)—COS(HUP)]} (17)
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Figura 8. Vista de los lados formados por los vectores V,, —V,, y V,, =V,

Para relacionar 6, y 6,,se aplican las f6r- la combinacién de diferencia de cosenos que

mulas (E7) que resulta de la combinacién de son:
la diferencia de senos y (E8) que resulta de

sen(o+B)—sen(a—B)=2cosa senp (E7)

cos(a+pB)—cos(a—p)=-2 sena senf (E8)

Se denomina a:

HUP = (I—B (1 8)

0, =a+B (19)
Se trabajan las ecuaciones (18) y (19) que rinden:

QUP+B=00_B:>2BZQD_9UP (20)
_ Op—byp 21

B 5 21)
Reemplazando (21) en (18):

Op :Q—M:ZGU,,:zaﬂ%,—BD (22)

o= Oy zeup (23)

Reemplazando las férmulas (18), (19), (22) y (23) en (E7):

sen(d,)— sen (,,) = ZCOS( % J;QUP jsen( % ;QL'P) (24)

Sustituyendo las formulas (20), (21), (24) y (25) en (ES8):

‘90 — 9UP
2

cos(6,) —cos(,,) =2 sen[ % +2 HU’JJ sen[ J (25)

Conseguida la relacion de 6,) y 6, se reemplaza (24) y

(25) en (17):

a |: (90 +9L‘Pj (90 _gw’ j}
0, | 2cos sen +...

w et 0,+8 0,-
0, 725en( p? ‘”’)sen( D_ U”)
2 2
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V,, —V,, =2rsen (@){ﬁ) cos(g”;z%’) 7ﬁzsen(9”;2%”ﬂ (27)

Doénde el modulo de Vs - Vi es:

[ Vos = Vo |=2r sen(eD _29”’ j (28)
Y el vector unitario es:

—ii sen [@j+ﬁzsen (%j (29)

Debido a que los lados del dodecaedro tienen la misma longitud, se cumple que los médulos
son iguales, entonces se iguala (15) con (28):

|V02_V01‘ = ‘V06 _V01‘:> (30)
%sen(@w,)sen(%] =2fsen[@j (31
sen(@j = sen(%,,)sen(%) (32)

o6V
/*/ 108
o T

Figura 9 Médulo de V, —V,, igual al médulo de V, =V,

Segtin la férmula (E10), para hallar el 4ngulo entre dos vectores:
A—?B =cos® (E10)

Para este caso, se sabe que los vectores A'y B son:
A=V, -V, (33)
B=V, -V, (34)

En el Apéndice E, desde (E9) hasta (E12), en el cual se considera como dato que el 4ngulo

©="" resultante de la interseccién de los vectores A y B, se demuestra que el coseno de este

dngulo O es:

cos(%”] - _cos(%”j (35)

Reemplazando (14), (15), (27),(28) y (35) en (E10)
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4 A
2rsen (@ ysen| — || —l sen
5 :

Wy

. 7
+0, cos| —
2r sen (@ jSen

2rsen O = ﬁycos(eDvL ”jfﬁzsen(wj
2 ’ 2 2 (2;;)
=—CO0S ?
Zr}@’ﬁj
2
A T
—i sen| =
{ (sj
DT

w |y

(36)

s

ol

+ R
a Op +Opp _a Op + Opp - _ 2_77
{ux cos( 5 j uzsen( 5 H cos ( S j (3 7)

Aplicando la férmula del producto escalar de vectores, adjunta en el Apéndice E, (E13) y

(E14) se obtiene lo siguiente:

—sen(%j cos(Lz%P) ~ cos (%”j (38)
05(6’0 +9Up]: 005(257[) (39)

()
sen| —
5

-(;

0, +86,,=2cos™ (7[)
sen| —
5

Se presenta la forma de la ecuacién (23) al primer término para usar la ecuacién (32):

~15)., a

- eUP (42)

Reemplazando (42) en (32):

27
(%) 0, =sen(d sen[ 7] (43)

sen(eb _20UP ) =sen{cos™
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Aplicando (E4):

sen(@up)sen(%j =sen<cos”’ p-
sen []
5

sen(6,) sen(£j+cos ( j

| Camrus | V. XXI | No. 22 | juLio-DICIEMBRE | 2016 |

(44)

cos(6,,) (45)

sen(6,,) > =sen-< cos” cos(6,,) (46)
sen(ﬂj sen(ﬂj
Aplicando (E15) en: cos 27 donde:
5
z
u=% (47)
Se obtiene lo siguiente:
senz[”j+l—2sen2(ﬂj
sen(6,,) > 3|2
sen %
(48)
<)
cos | ==
sen cos™' > cos(6,,)
%) <)
I-sen”| — cos | —
sen(6,,) 3| _sendcos > cos(6,,) (49)
sen(?j sen(zj
(5) | 5
sen| — cos | ==
tan (6,,) = 57[ sen< cos™ ; (50)
cos’ (j sen(j
5 s
Se denomina:
&
cos| =
y =cos” 75[ (51)
sen| —
)
5
sen| —
tan(HUP)— > sen(;f) (52)
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SeEn
J 5 T > 27
SEH ——COs
5 5
Y
2z
COs
5

Figura 10 Representacién del déngulo ¥

En la Figura 10, se conoce que el cateto opuesto del dngulo ¥ es:

sen’ (%) —cos® (2?”) (53)
2z

le(Sj () (54)

g\/l—cos[z?”j—Zcos2 (2?”) (55)

Reemplazando (55) en (52):

tan (6, )= > x ! g 1—005(257[]—20052(2?”} (56)

tan(ﬁw,):ﬁ 21 . \jlfcos(z?”)fzcosz(zsﬁj (57)

En el apéndice A se demuestra que:

cos(z?ﬂ)=@ (A1)
[%’f]% (A2)
cos( £ )- St (A3)
cos (2] 208 (A4)
Reemplazando (Al), (A2) y (A4) en (57):
2o B-1 26-45)
tan(6,,) ITﬁ \/1 . F (58)
N 13 4,5 1
tan (6, )= VE 1- %+4_4+%:3+«/§)ﬁ 59)
tan (6, )= 4 (60)
3+«/§
Racionalizando:
an(d,,) = 3+4J_§ f 12 4*/_ 3-45 (61)
tan(6,,)=3-+5 (62)
Oy =tan” (3-5) (63)
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0, =37.3774° (64)
[z -6,, =142.6226° (65)
Es mas,

2(3-45

ML ) (66)

0, =tan™' 2§ (67)

Es oportuno y conveniente senalar que F es un nimero de Fibonacci.

Reemplazando (63) en (41)

%)
cos | —
9, =2cos™ j -0, (68)
sen| —
5)
(69)

10)

A partir de los valores, hallados en las ecuaciones (64), (65), (69) y (70), se obtienen los
20 vértices, en coordenadas esféricas del dodecaedro, desarrollados en el apéndice F y son los
siguientes:

Vi = [sen(,).005(6,)] )
V=t sen(0 oo 2 |sen (0, s 2 | cos(ar )| (72)
Vi -sen(0, oo £ senf, Jsen( | os(a, )| (73)
Vit | sn(@ os{ £ s o] £ cos(0,)| (74)
V=t sen(0 oo 2 ) csen(@ s 2 os(a)| - 79)
Vi, = [s(8,).0c05(6,)] (76)
Voo sen(0, oo 2| snf, sen 2 fos()| (77)

Vi =1 —sen cos(

sen( j cos(6, )} (78)

Joon
Vy =t | -sen(8) ( )—sen sen[ jcos(HD)} (79)
")

V, =1 sen cos(

—sen( sen[ )cos(&b)} (80)
V“:r:sen(ﬂ—HD)cos(%],sen(ﬂ'—9D)sen[%),cos(7r—90)} 1)

V,

L =T —sen(ﬂ'—ﬁn)cos(%[j,sen(ﬂ—&,))sen(z?ﬁj,cos(ﬂ—HD)} (82)

V,=r [—sen(;r—Hl,),O,cos(ﬁ—é’D)] (83)
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W=t —sen(ﬂ—HD)COS[Z{}—SW(”—Gn)sen(%”],cos(n—e,))} (84)

v, =t isen(ﬂ'7HD)COS(%j,fsen(ﬂfﬁD)sen(%],cos(ﬁfﬂD)} (85)
v, =r isen(ﬂft?LP)cos[%j,sen(71'79UP)sen(%J,cos(ﬁ79UP)} (86)

V,

=T 77561’1(72'*HU,,)COS(Z?”J,SEH(ﬂfHUP)SEH(%J,COS(H*QUP)} (87)

Vs =r [-sen(7—6,,),0,cos(7~6,,)] (83)

v, < {—sen(ﬁ—wa)cos[z?”),—sen(ﬂ—HUP )Sen(z?ﬁ),cos(ﬂ—ﬁw,)} (89)

v, r {sen(ﬂ'—HUP)COS(%j,—sen(ﬂ'—HUP)sen[%),cos(ﬁ—BUP)} (90)

En la Figura 12, se representa el dodecaedro descrito por las coordenadas cartesianas de la
configuracién (71) a (90) con una longitud arbitraria del radio de la esfera en que estd circuns-
crito.

Figura 11. Representacion pictérica del dodecaedro descrito por la configuracién (71) a (90)
Construccién del hexacontaedro pentagonal

La configuracién (2) establece que las coordenadas esféricas angulares del dodecaedro son
las mds convenientes para la construccién del hexacontaedro pentagonal, razén por la cual, se la
transcribe con algunas variaciones menores en sus subindices, a fin de facilitar el subsiguiente
célculo:

01= 02=103;=0,=0s5=Oup;
@1 =0, @2 =27/5, @3 =4n/5, s = 61/5, s = 81/5;

0= 07 =05 =09 =010 =0p;
P6 = 0, 07 = 2n/5, Pg = 4n/5, P9 = 61/5, Q10 = &n/S;
011=012=013=014=015=7 — Op;
P11 =T1/5, P12 =371/5, Q13 =n, P14 = Tn/5, @15 = I/5;

016 =017=013=019 =020 =1 — Oup;
@16 = T/5, @17 =31/5, @13 =7, @19 = Tn/5, P20 9IT/5. (2)
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El célculo de los radio—vectores de los centroides requeridos se efectud, en forma detallada,
en el Apéndice C, cuyo resultado se transcribe a través de un comentario.

El radio vector del centroide de la cara definida por los vértices V,,, V,,, V> Vo, 7 Vs ¥
su médulo se expresan en las siguientes ecuaciones (91) y (92):

C, =r[fi. cos(6,,)] oD

IC\|= r[cos(@u,,)] 92)
El vector unitario del centroide es entonces:

- ,{[ﬁz cos(6,5)] 93

“ #[cos(8,)] ©3)

Como el vector unitario se presenta en coordenadas esféricas angulares, su componente z es

el coseno del dngulo del vector, es decir:

)y (94)

COStOup

cos®, =

A partir de la ecuacidn (94) se demuestra en el Apéndice C que:

©3)
96)

De una manera totalmente andloga, se demuestra que el radio vector del centroide de la cara

definida por los vértices V,,, V,, V> V,, ¥ V,, ¥ su médulo estin dados por las ecuaciones

97) y (98):
i {sen(ew)[l + cos[%”j) + sen(HD)(l + cos(%”] + cos(%)ﬂ
Cf%+m%m@”m{?}%ﬂ%{m{?}R%aH£” 7

a, |:2 cos (6, )+ cos (6, ):|

sen (6, )(1 + cos[%”n + sen(@n)[l + cos(%’f] + cos[%jﬂz

=3 {sen(aw,)sen (%”J + sen(HD)[sen (2?”] +sen [%mz +.. +(98)

[2005((9u,)+cos(‘9o)]2

El vector unitario del centroide es entonces

a, |:sen (Hm,)(l + cos(z?ﬂ]j + sen(an)(l + cos(%r} + cos(%D:’
z +a, |:Sen (6, )sen [2?”) +sen(6,) [sen [2?”) +sen (%)H +o
i, [ 2cos(6,,)+cos(6,)]

sen(@vp)[l + cos(%’fn + sen(ﬁn)(l + cos(%”j + cos(%JH
]g + |:scn (6, )sen (2?”) +sen (6, )[scn (%rj +sen [%)H +..

‘:2 c0s (6, ) +cos (6, )]z

99)
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Como el vector unitario estd expresado en coordenadas esféricas angulares su componente z
es el coseno del dngulo del vector, es decir

2¢0s(6,,)+cos(6,) (100)

sen(HL,,,)(l + cos(%”)) + sen(@D)(l + cos(%”j + cos(%jﬂz
+{sen(6’w,)sen(2{)+sen(6[))(sen(2?ﬁj+sen(%jﬂ ..

[2 cos (6, ) +cos(6, ):|2

cos0, =

A partir de la ecuacién (100), se demuestra, en el Apéndice C que:

(101)
(102)

La determinacién de los respectivos acimuts se logra directamente por consideraciones de
simetria, aunque puede obtenerse a partir de la razén de los componentes y sobre x de los ra-

dio—vectores C, y C..

Resultados

Las coordenadas esféricas angulares de los 32 vértices del hexacontaedro son las siguientes:
0, =0° ;= 0%

0,=0;=04=05=0=37°
©2=36° 03 =108°, @4 = 180°, @5 =252°, @s = 324°;

07,=05=09=010=0, =63°
©7=0°, @3 =72° @9 =144°, @10 =216°, @11 =288°;

012=013=014=015=016=79°;
@12 =136° @13 =108°, @14 =180°, @15 =252°, @15 = 324°;

017 =015 =019 =020 =021 = 101°;
017 = 00, 018 = 720, Q19 = 1440, 020 = 2160, 021 = 2880;

022 =023 =024 =025=026= 117
(022 = 36°, 023 = 108°, 24 = 180°, 25 = 252°, (o6 = 324°;

027 = 028 = 029 = 030 = 031 = 143°;
P27 =0°, @25 =72°, @29 = 144°, 30 = 216°, @31 = 288°;

05, = 180° (103)

En la Figura 12, se muestra el hexacontaedro, descrito en las coordenadas cartesianas de la
configuracién (103) con una longitud arbitraria del radio de la esfera en que se halla circuns-

crito.
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Figura 12. Hexacontaedro Pentagonal

Conclusiones

Las coordenadas de los 32 vértices del
hexacontaedro pentagonal, dada su simetria,
se utilizaron para ubicar a los 32 transduc-
tores acusticos del proyecto Espejo Aciistico
con Inversion del Tiempo, desarrollado por el

Instituto de Investigacién de la Facultad de
Ingenieria y Arquitectura de la Universidad
de San Martin de Porres”. En la Figura 12,
se muestra, pictéricamente, la posicién de
los 32 transductores del Espejo Aciistico con

Inversion del Tiempo.
[

Figura 13. Posicién de los 32 transductores re-
presentados en una led de una maqueta elabora-
da por el autor.
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ANEXOS

ANEXO A
(Propiedad del Profesor Carlos H. J. Calderén Chamochumbi, PhD )

(5 5o m{ 5 oo 5 ol 3)
sen| — += |=sen| — |cos| = |+cos| — |sen| = |=0=
5 5 5 5 5 5
2sen (2771) cos [2—”) cos(gj +sen (zj —2sen? {2—”) sen [zj =0=>
5 5 5 5 5 5
4sen [Ej 1—2sen’ (ﬁj cos® [Ej +sen [Ej —8sen’ [Ej cos’ [Ej =0=
5 5 5 5 5 5
4 1-2sen?| Z ||cos?| Z |+ 1—8sen? (ﬁ cos’ (E =0=
5 5 5 5
4cos? (Ej —8sen? [zj cos’ (zj +1—8sen’ (zj cos’ [zj =0=>
5 5 5 5 5
4 —4sen? [zj —8sen’ [Ej +8sen* [Ej +1—8sen? (zj +8sen* (zj =0=
5 5 5 5 5

S—ZOSenZ(%}—Msen4 (Ej =0, x=sen’ (%): 16x> -20x+5=0=>

5

B 16 4 4

2
cosz(”): 6+245 _{J?H} QCOS(ﬂ]: B+l -
2senz(zj:&m{zjzl_&m{z]zﬁé
5 4 5 4 5 4

cosz[z—”)= 6_2ﬁzsenz(2—”j:1—6_2ﬁ= 10+2«/§:>

5 16 5 16 16

2y (255 3z 27
(2] BB n[ 25 snf - 22 -

5 4 5 5

%)
sen| — |=
5
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e e H R G
() )
(5)eolor 5ol 5]l 5)50
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APENDICE B

De la ecuacion (62) se desprende que:
tan(6,,) = 3-J5
tan® (6, ) =14— 635
L+tan’ (6,,)=15-65
sec’ (6, ) =15 NG

cos’(6,,) =

1

15-65

cosz(H, ): ! ><(5+2\/§)
- 3(5-245) (5+2£)

=5+2J§

15

’5+2 5
COS(&UP): 15\F

_5+2\E

15

10-2+5

15

10-2+/5
sen(@UP)=,f ISJ_

cos’ (6,5)

sen’ (6,,)=1

sen’ (G, )=

APENDICE C

Del apéndice B Sabemos que:

5+2«/§

15

10-25

1

¢

cos(6,,) =

e

sen (6, )=

Y de la ec

0, =2cos™

W
~—n
|~
;%

v
Q
=
TN
Wy
~—

Dénde:

Q
IS}
[
TN
[\
|
~—

Y =2cos™

1%}

Q

S

N ~
“‘\a N

Q

s}

=
TN

(2]

1]
]

3
N
vy
]

(62)

(CD

(€2)

T
5En
3 y T » 2T
SENT ——=0C05"
;|
7 5
27
Cos
5

b4
Figura 14 Representacion del angulo ?

Entonces:
O, =Y—-0,
cos(6, ) = cos(¥)cos(b,, ) +sen (V) sen(6,,)

Aplicando (E17)a [%) se tiene:

Cos(g]:i y1+cos(‘{')
2 2

cos(¥) = 2cos’ (—) -1

€

= (5]
cos | =~
cos(¥)=2 -1

cos(P)=2

6-25-5+5
5-\5

15 545
55 5445

§+5-5\5-5 _ A5

25-5 20

cos(¥) =

cos(V) =

cos(¥) =

5

cos(¥) = s

sen(¥) = f1—cos’ (¥)
- (-]

5

5 [0 & 5
1—;5=J;=$X$
25

sen (V) ==

sen (V)=
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Reemplazando (C1), (C2), (C4) y (C5) en (C3)
B[ [5+245 | (245 [10-245
COS(Q)(S][ 15 ][5][ 15 ]
5 5425 5x4 10-245
COS(Q")_( 25715 J[\/zsx 15 ]z
[_\/1X5+2\/§J+[\/4X10—2J§J
5715 5715

cos(ab)?éjg(ﬂm)%\/g(s_@=_£45+2ﬁ+£J8(5_ﬁ

cos(ao)zlif[_m+ R |- [ (5 5) 52|

COS =—

%)=
cos’ %[45 6\/— 4\/— )(5+2\/—)}
[45 NN} m}
cos? i[45 635 — 42154545 } [45 65 — 41035 }

225

40-85+5+245-2 8( ef)(5+2f)}

3
cos’ —_—
2

I\)
W

cos? (6,) = [45 65— 456+ 245 } [45 645 -445(\5 +1)]

COSZ(GD):%[4576«/§72074«/§} [25 10J’} [5 2\5]

i (C6)
i )
senz(eD)zlj—lZSx/g: 15—51;2\/5

sen’ (0, ) = 10+152«/§ )
sen(6,)= 10+1 52ﬁ )

2(5+J§)X 15 72(5+\/') 54245
15 5-205  5-245  5+24%5

2(25+10+10\/§+5\/§) ) 2(35+15\/§)

tan’ (6, ) =

tan’(6,) = 3530 = 5 =2(7+3\/§)
tan® (0,) =14+ 6J5 =9+ 645+ 5=(3+53)
tan(6,)=3++5 (C10)
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APENDICE D

V,, =t [@sen(6,,)+i.cos(6,,)]

V,, =r |l sen(6,,)cos [ +1 sen (6, )sen

Vys =r | ii,sen (6, )cos (2?”] —ﬁysen(&w)sen(

1
C] = g(Vm +V02 +V03 +V04 +V05)

C - r{u sen (6, ):1+2cos(2?”)—2005(%j:|+ﬁZSCos(HLP)}

;{ 1+z[\/;( ] z[ﬂ“ﬂmzscos(ew)} (D8)
clomd

sn() (24 8 A At 3000,

U!\"!

7%[ /5/‘305 IP):I

IC\|= r[cos(&w, )]

B )‘/[ﬁz cos (6, )]

A eos(0)]
co
0s0, = o -1
up

1
Cz ZE(VM +V02 +V06 +Vo7 +V|1)

sen (7 — 6, ) =sen()cos (6, )—cos(7)sen(6,)

sen(7—6,)=sen(6,)
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2 2z
5

. 7 z
=r | i sen (6, )cos 3 +1 O, )sen 3

2z
5

(D1)

)+ﬁzcos(9w,)} (D2)
j+ucos 9UP} (D3)

V,, =r —ﬁxsen(HUP)cos(z) i sen (6, )sen (%]-#u cos DP)} (D4)

Jrasos(a,)| (09)

(D6)

D7)

(D9)

(D10)

(D11)

(D12)

(D13)

(D14)

(D15)

(D19)

(D20)

(D21)
(D22)
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cos(z—6,)=cos(r)cos(8,)+sen(7)sen(6,) (D23)

cos(z—6,)=—cos(6,) (D24)

sen(6,,)s
c,=tla, o (D25)
5| - 2r V4
sen(6,,) sen[—]+sen[fj]
I 5 5
i |2c n

. se )sen 5
IC,|== Fo (D26)
5 Len(@))[sen(?)+sen(zn]

(D27)
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2¢0s(8,,)+cos(6,)

cos®, =

sen(ﬁu, [1 + cos[ D

2

sen (6, )sen (2?”) +

e (BD)(sen[z?ﬁj . sen(%)]

[2 cos (6, )+ cos (6, )]z

Reemplazando (C1), (C2), (C7), (C9) y Apéndice A en (D28)

) 5+2J§+ 5-25
\] 15 15
2

)
sen(9 )(1 +cos +cos ZD

(D28)

cos®, = —
’10—2J§ [1+ \,’5—1]+
15 4
[l0+245 - J5-1 . J5+1
_\I 15 4 4
10-245 {2(5+5) )
15 4
25| 2(5+45) \/2 o
\1s 4
{2 /5+2J§ . 5—2\/1
15 15
®, = 63.4349° (D29)
7—©,=116.5651° (D30)
APENDICE E
Identidades trigonométricas:
senz(a):% (E1)
sen (2a) =2sen (a)cos(a) (E2)
Formulas de diferencia de senos y diferencia de cosenos
sen (o.+B) =seno.cos P+ cosa senf (E3)
sen (o —PB) =seno.cosP — cosa senp (E4)
cos o+ ) = cos acos p —senot senf (ES)
cos(o.—P) = cosacosP +sena senf (E6)

Combinacion de formulas trigonométricas E3 y E4:

sen (o+B)—sen(a—B)=sena.cosB+cosa senp —(senccos P —cosa senp)

sen(o+B)—sen(a—B)=2cosa senp

(E7)

Combinacion de formulas trigonométricas E5 y E6 nos

rinde:
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cos(a+P)—cos(a.—P)=cosacosP —sena senp —(cos ocos P +sena senf)

cos(o+B)—cos(a—B)=—2 sena senf (E8)

Producto escalar de vectores (Formula para obtener el

angulo entre dos vectores:

) : -5
| A| Cos®
Figura 15 Producto escalar de
vectores
A.B=|A|[B|cos® (E9)
Acomodando convenientemente se tiene:

AB
—— =cos® (E10)
|Al[B]

Formula del angulo interno de un poligono:
_ (n—2)180
B n

® (E11)

[73 1)

Donde el numero de lados “n” igual a 5 para un pentagono,
el angulo “®” interno es:
0= £l =108°
5

Coseno de ©® es:

) _ e[ 5727 2 2
) cos(?)—cos( > s j cos(;r)cos( < j+sen(7r)sen( < j

[L’fj(zﬁ] (E12)
5 5

Formula del producto escalar de vectores:
Ay =0y Gy=10,0,=1 1cosO =1 (E13)
0, =09 =0,8-= 1-1cosg:0 (E14)

Figura 16. Vectores unitarios @i x, 0 y, @i ,

Identidades trigonométricas:

cos(2a)=1-2sin*(a) (E15)
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APENDICE F
Debido a la necesidad de efectuar calculos con las funciones

trigonométricas de Z | 27 , 3—”, 4—”,6—”,7—”,8—”y 97 en la
5 5 5 5 5 5 5 5

configuracion (2) para determinar el valor del dngulo 6, y

0,

»» En el apéndice A se demuestra, a partir de primeros

principios, que:

(%ﬂj(%ﬂj (A3)
(g (g) (A6)
(6{)@ (A7)
7{](2{] (A8)
8{](2?”) (A9)
cos 9?”):005(%] (A10)
sen 3?”]=sen(2?ﬂj (A11)

j=sen[5) (A12)
J-sen(Z] (A13)

[%”j (A14)
J-sen( %) (A15)

5
@ (A16)

A partir de la configuracion (2) se desprenden las

ecuaciones correspondientes de todos los vértices que son:

0= 0,=03=04=05=0yp;

@1 =0, 2 =27/5, @3 =47n/5, s = 671/5, s = 81/5;

V, =t [ﬁxsen (6,5 )cos(0) +d sen(B,,)sen(0) -+, cos(6,, ):' (FD)

V, =T {ﬁ)sen (6,) cos(z?”) +isen (6, )sen [2?7[) +1_cos (6, )} (F2)

Vs =T {ﬁxsen (6, )cos [4?”) +1sen (6, )sen (4?”) +0_cos(6,, )} (F3)
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V,, =1 {ﬁxsen (HL,,,)COS(%IJ +i,sen (6, )sen (6?”) +8_cos (6, )} (F4)

Vs =1 [ﬁxsen (G, )cos (8?”) +1 sen(6,,)sen (8?”) +1_cos (6, )} (FS)

05 = 07="0g=09 =010 = 0Op;
Q6 = 0, 07 = 27‘[/5, Qg = 475/5, P9 = 67‘[/5, Q10 = 87[/5;

V=T [ﬁxsen(ﬁb)cos(O) +i,sen(6,)sen(0) +ii_cos(d, ):I (Fo6)
V,, =t _ﬁxsen(ev)cos(Z” ( +icos(6,)| (F7)
[ +0 sen(&D)sen[‘m +icos(6,)| (F8)

j+ﬁzcos(60) (F9)

+
=
W
[«
o
@
—
c%
~
[
~
e
—_
(=}
~

011=012=013=014=015=71—Op;
Q11 =T1/5, @12 =371/5, @13 =N, 14 = T/5, Q15 = 971/5;

| 8.cos(7—6,)

a sen (7 -6, )cos (3?”) +0,sen(7 -6, )sen (3?”) +

i, sen (7 — HD)cos(zj +@ sen (7 — HD)sen[ﬁjJr
V, =r 5) 5 (F11)

(F12)

V.or 6 sen (7 —6,)cos () +ﬁysen(7r—6’D)sen(7r)+} (F13)
© | dcos(z -6,

[ Tn ) . T
uxsen(ﬂ—Qn)cos(—J+uvsen(7r—HD)sen(—]+

V,=r 5 ’ 5 (F14)
| .cos(7—6,)
[ LZATA 7
uxsen(ﬂ7GD)cos(—j+uvsen(7r70D)sen (—)Jr

Vis=t1 5 ’ 5 (F15)
L cos(7—6,)

016 =017 =015 = 019 = 020 = — Oup;
016 = TC/5, 017 = 37‘[/5, P18 =T, P19 = 77’[/5, 020 9n/5.

ﬁ)sen(;r—HU,,)COS(EJ+ﬁ‘,sen(7r—6w,)sen[ﬁj+

V=t 5) 5 (F16)
| 6.cos(7—6,,)
_ﬁ sen (7 -6, )005(3—”)+ﬁ sen (7 —6, )sen(3—”j+

v17 =r X UP 5 y up 5 (F17)
| 6.cos(7—0,,)
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V.=t _ﬁAsen(zr—HUP)cos(ﬂ)+ﬁvsen(7r—Qup)sen(ﬂ)+} (F18)
| &.cos(7 =6,
_ﬁ sen(ﬂ—&w,)cos(zj+ﬁ sen (7 —6,,)sen (7—”) +_

Ve=r| " 5 ! 5 (F19)
| 6.cos(7—6,,) |
_ﬁ ,sen(ﬂ—&w,)cos(gﬂj+u sen (7 — QLP)sen{9”)+_

Vy=r| " 5 5 (F20)
| @i.cos (7-6,) ]

A partir de las ecuaciones (F1) a (F20) y de las ecuaciones

(AS) a (A16) las coordenadas cartesianas de los 20 vértices

son:

Vy, =t [sen(6,,),0,cos(6,,)] (F21)
Vo sen(0 oos| 2 fsen(a o Jeot,)| (F22)
Vi | sen(aJos{ % |sen(@ o[ o0, (F23)
Vo | sn(@ oo T sen(@ e £ feos() | (F24)
Vit sen(0 oos[ 25 | sen(0, s 2 oste) | (F25)

Vi =1 [sen(8,),0,cos(6,)] (F26)

V,, =1 sen cos[

sen( sen( j cos (6, )} (F27)

Vo =1 —sen cos(

—sen( sen(’s’ j cos(6), )} (F29)

o

V08=r —sen( cos@ sen( sen@ cos(é’n)} (F28)
}
c)

V,, =1 sen cos(

—sen( sen@”) cos(é’n)} (F30)

v, =1 :sen(iz'—HD)COS[%),sen(ﬂ'—QD)sen(%j,cos(ﬂ'—QD)} (F31)

v, or _sen(n_ep)cos[%”j,sen(n_e )sen(zsjcos(ir 0 )} (F32

V,=r1 [7sen(7r70,j),0,cos(7rft90)] (F33)

V-t [-sen(n-ab)cos(%”),-sen(ﬂ-e )sen(zs j cos(7-9 )} (F34)

V- {sen(ﬂ—HD)COS(%),—sen(ﬂ'—Q )sen(sj cos(—9 )} (F35)
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vV, < {sen(iz—Hw,)cos(%j,sen(ﬂ—Qw,)sen(%}cos(ﬂ—%,,)} (F36)

V,=r {—sen (-8, )cos (Zgj,sen(ﬁ —0,,)sen [%},cos(n =0y )} (F37)

V=t [*Sen(ﬂ'79U,,),0,COS(71'*9L,,,):| (F38)
v, =r {—sen (7 —6,,)cos {2?”} ,—sen (7 —6,,)sen (257[),] (F39)
cos(7 —6,,)

V.

ot {sen(ﬂ - eL,P)cos@,-sen(n - QUP)sen(%j,cos(ﬂ - ew)} (F40)
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