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RESUMEN

El propésito del estudio fue la demostracién diddctica del teo-
rema del flujo tubular en solucién de ecuaciones diferenciales
auténomas para modelar contaminantes ambientales. Se aplico
métodos de investigacién con enfoque cuantitativo, teéricos
como el analitico-sintético, asi como el inductivo-deductivo.
La relacidn establecida fue entre el campo vectorial, teorfa cua-
litativa de las ecuaciones diferenciales auténomas, conjugacién
topoldgica y foliaciones. Se demostré la conjugacién topoldgica
entre un campo vectorial diferenciable y un campo constante
no nulo. El teorema del flujo tubular demostré el comporta-
miento de las soluciones del sistema de trayectorias que conje-
turan sobre la vecindad de un punto regular, es decir, un punto
que no anula al campo vectorial el cual define la ecuacién dife-
rencial auténoma. La demostracién didéctica sobre el teorema
del flujo tubular proporcioné el comportamiento geométrico local
de las 6rbitas de un campo vectorial en la vecindad de un punto
regular.

Palabras clave: teorema del flujo tubular, ecuaciones diferenciales
auténomas no lineales, seccién transversal, punto regular,
conjugacién topolégica, campo vectorial

ABSTRACT

The purpose of the study was the didactic demonstration of the
tubular flow theorem in solving autonomous differential equations
to model environmental pollutants. We applied research methods
with a quantitative approach, theoretical as analytical-synthetic, as
well as inductive-deductive. The relationship established was be-
tween the vector field, qualitative theory of autonomous differential
equations, topological conjugation and foliations. The topological
conjugation between a differentiable vector field and a nonzero
constant field was demonstrated. The tubular flow theorem showed
the behavior of the system solutions of trajectories that conjecture
about the neighborhood of a regular point, that is, a point that
does not cancel the vector field which defines the autonomous di-
fferential equation. The didactic demonstration of the tubular flow
theorem gave the local geometric behavior of the orbits of a vector
field in the vicinity of a regular point.

Key words: tubular flow theorem, nonlinear autonomous differen-
tial equations, cross section, regular point, topological conjugation,
vector field
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Introduccién

Los enfoques ecotoxicolégicos de pre-
diccién de riesgo permiten proporcionar
informacién inestimable sobre la calidad
de cualquier ecosistema acudtico (Mou-
quet et al., 2015; Petchey ez al., 2015) co-
brando mayor importancia cuando algu-
nos elementos pueden quedar retenidos;
y luego, estar biodisponible (Hommen ez
al., 2010; Brown ez al., 2017).

La informacién de datos sobre la cali-
dad de los ecosistemas acudticos permite
su modelacién (Yanagimoto, 2003) y de
esta forma, establecer control de estrate-
gias relacionada con la evolucién de me-
canismos en el tiempo (Ali, Hossain &
Kumar, 2017).

Biswas, Rahman & Haque (2016)
estudiaron los impactos potenciales del
cambio climdtico global en Bangladesh
mientras que Biswas (2014) desarroll6
un modelo matemdtico para describir la
transmisién del virus Nipah. Por su par-
te, Schminder & Gérdhagen (2018) han
aplicado la modelacién matemadtica para
predecir el ambiente térmico en cabinas
de operacién de aeronaves en tierra y
vuelo.

Sin embargo, el entendimiento de la
movilidad ambiental de un punto de re-
ferencia a otro ha sido interpretado me-
diante andlisis de significacién estadisti-
ca aunque, determinados teoremas con
ecuaciones diferenciales podrian justifi-
car dicho trayecto.

Sotomayor (1979), Gonzéles (2001)
y Benazic (2007) mencionan que todo
sistema auténomo X, = f (x), existe un
cambio de coordenadas local en un en-
torno de cualquier punto regular que lo

transforma en el sistema, pudiendo ser de
la siguiente forma:

Sea todo sistema auténomo X = f (x),
existe un cambio de coordenadas local en
un entorno de cualquier punto regular
que lo transforma en el sistema, pudien-
do ser de la siguiente forma:
g fl‘:= 1

£=0

x]fllz()

En particular, las intersecciones de
las érbitas con dicho entorno son difeo-
morfas a una coleccién de segmentos
paralelos. Para reconocer de forma ini-
cial la modelacién del plomo biodispo-
nible (movilidad y persistencia entre las
estaciones), hubo que orientarse en las
ecuaciones diferenciales ordinarias en el
espacio R” donde se planted, el conoci-
miento cualitativo satisfactorio del com-
portamiento geométrico local de las 6r-
bitas de un campo vectorial diferenciable
en la vecindad de un punto regular f(x) =
0. Dado el campo vectorial contintio f; el
problema valor inicial asociado es:

me' = flx)
1 x(0) = x,

Con el campo vectorial f;: R* —R" cam-
po constante f(x) = (1,000...0) o cons-
tante el problema valor inicial asociado
se expresa como:

|« =(1,000...0)

] x(0) = p
Se obtiene una conjugacién topoldgica
entre campos fy f,.

En el campo vectorial, sea un conjunto
abierto U € R", se menciona que: f, es
campo vectorial a una aplicacién (Bena-
zic, 2007; Garcia, 2007):
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f:UCR —R"
X — f&) = (f, @), f B, f, &),..... f, (&)
o dénde:

f:UER"—> Rconi=1,..., mson lla-
madas funciones del campo f.
Sea un conjunto abierto: U € R", un

campo vectorial f € C* ()

e dénde
k > 1, es una funcidn:

f: U —>R"

La férmula anterior satisface las siguientes
condiciones que representan la Figura 1:

/U — R son funciones de clase Cken
U V<i<sn (]f son llamadas funciones
coordenadas del.campo f.Six €U, en-
tonces f(x) € R", es un vector donde
el punto de aplicacién es, x.

Figura 1. Campo vectorial

La figura describe un campo vectorial
que asocia a cada x € U, determinada f{x)
€ R" de modo que, la forma de visualizar
un campo vectorial es seleccionar la x €

uc R

Posteriormente, es requerido localizar
el punto flx) € R* donde es de interés
graficar el conjunto imagen del campo
vectorial (Figura 2), la cual se obtiene

mediante la unién de una flecha que ini-
cia en x y termina en f(x).

4 fix)

P AL

Figura 2. Conjunto de imagen del campo
vectorial

Asimismo, sea A € R"*", el flujo asocia-
do al campo lineal A (o equivalentemente
a la ecuacién diferencial: x” = Ax), en-
tonces la misma puede estar dada por: ¢
A: RxR"— R", de modo que, paratodo
(t, x) € R x R” se tiene @ A (z, x) = e®x.
De igual modo, sea el abierto: D € R”, la
aplicacién @: D — R"de clase C' se dice
que, es flujo asociado (Figura 3ay 3b), si:

A

¢
e

0)=x1
-..':ib-r-"/
t=0 /’.—H“_x.‘li@i—-“’

Figura 3a. Flujo asociado cuando: ¢
(0,x) =x

=0 I+s

Figura 3b. Flujo asociado cuando: @ (t +
$,%) = @ (t, P(s,x))

Sea el abierto: U S Ry £ U - R" un
campo vectorial de clase C¥, k > 0. Dado
el problema de valor inicial PV.I.
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[ %=f®
1 %(0) = x,

Cuya solucién maxima es: @ _: 1 — U
R™. De igual modo, sean los conjuntos abier-
tos:

U,U,CR,f€CH (U) feCH(U)

Dénde: @ : D, - U, @,: D, - U, los
flujos generados por los camposf1 y_]g,
se dice que: f, y f, son topolégicamente
conjugados, si existe un homeorfismo (h:
U - U), llamado conjugado topolégi-
ca, tal que: A(@,(t,p)) = @,(,"(p)) para
todo (t,p) € D,

Se dice que: £, y f, son C* conjugados
(donde r < min {k, k }) si existen un di-
feomofismo:

h:U - U declase C"llamado conjuga-
cién de clase C, tal que: | "(p) = f, (h(p))
para todo: t € D,

Se analizé el teorema de flujo tubu-
lar proveyendo de definiciones, lemas,
proposiciones donde, a partir de cambios
de coordenadas en una vecindad sobre
un punto que no es singularidad (punto
regular), cualitativamente las soluciones
son equivalentes segin lo planteado por
Palis (1978), Sotomayor (1979), Doering
(2005) y Benazic (2007) para una familia
de lineas horizontales en un plano.

Asimismo, el teorema del flujo tubular
fue analizado para la solucién de ecuacio-
nes diferenciales auténomas no lineales
considerando lo siguiente,

Sean f|yf, definidos por:
f:R—>R"

(x9) = f; (xy) = (x, - )
SR> R?

(X,}/) _)fz‘ (.X', ) = (X, - 4)/3’ ')’)

Claramente: f}, f, € C= (R?). Sea:
b R*— R»
(%) = hlxyy) = (x + 97, 9)

Entonces: A, es una conjugacién de
clase C*entre f1’ ]2 Solucién sera valorar
que: @, y @, asociados a los campos f, y
]2, respectivamente (flz R* - R")

(X:)/) - ﬁ (x,)/) = (X, -)/)

i) = x

dx | dt =x
[dx ! x=]dt
Inx=r+k
x=eC

@, (xy) = C
LR - R
(X,_)/) —>fl(x>)/)=(x>')/)
fry)=-y
dx | dt=-y
Vdxly=-]dt
Iny=-(r+k)
J’zetcz

@, (xy) =e*C,
i RP—>R?

(xa_y) - ]g(x)y) = (.X'— 4_)/3> "_)’)
[Py =x-47/... (1)
Reemplazando: en (1)

dxldt=x—4(*C) ...(*

Ly =-y
dx|dt=-y
Jdxly=-]dt
Iny=-(r+k)
y=e"C,

@, (xy) =e*C,
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Desarrollando la solucién general: X =
X +X ) se obtiene complementaria: X

de (**)
dx | dt = x

[dx!x=]dt

Inx=r+k)

x=e*C,

@, (xy) =e*C,

Resolviendo solucién particular: Xp don-

de x = ue™... (2) se tiene: XP' =u’e' + ue"
reemplazando en (**):

-3t 3
C4

u’e + ue' - uet = - 4e

Reemplazando en (2): x = ue', la solucién
particular: x = e*e'C*=u = ¢*C,* donde
reemplazamos en la soluc10n general X,
=eC,+e7C/p

@, (1) = (€C, + e ™
¢ :RxR* >R
(%)) = @ (%)) = (x ye)
@,:RxR* - R’

(L%, 9) = @, xy) = (e + y'e, ye)

C)) e C,

La Figura 4 muestra la interpretacién
geométrica de conjugaciones entre cam-

po f, y f, del  ejemplo aplicado el com-

=e™C/ portamiento que existe.
7 S22
ﬁ;:T t}%f+x
Filxy)=pilc) o v =aix)
Figura 4. Conjugacién entre el campo £,y f,
Luego, x=f(x) > dx/dt=f(x)
W@ (8, x, y) = hxe, ye) En_tonces: f & = (&), (0, £&),...
= (xé + e, ye) f(x),dondei=1,2,...n
Ademis, ]f UER - R
O, h () = @, (6, x + ¥, y) *2f®
= (x¢ + ye™, ye) x, " (#) =f1(xl> Xp...X )

Se concluye que:

h@ (% x,9) = @, b (x, y)

Definicién: Dado un campo vectorial
continuo definido en U € R", la ecuacién
diferencial de tipo ordinaria auténoma es:

%, () = f(x, x,...x)

x (1) = f(x, x
Pero: f, no depende explicitamente del
parametro ¢
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« Ecuacién diferencial no auténo-
ma

Se puede decir que, una ecuacién
diferencial ordinaria es, no auténoma si,
depende explicitamente del pardmetro 7.
Significa que, g (%, x) en lo cual, la ecua-
cién diferencial ordinaria es de la siguien-
te forma:

—x" = g(t, x)

« No es auténoma cuando g: R x
U RxR*» - R”An (es un cam-

po vectorial)

Una ecuacidon diferencial ordinaria de
primer orden es, no auténoma si, se pue-
de expresar en la forma:

f:IxR" SR
% =f(t %)
f:DSR" SR
(& 5 %) ox) = [ (6%, %, ...x)
x () =f (& x,x,..x)

x, (0 =f (& x, %, ..x)

x () =f (tx,%,..x)

Donde # es una variable independiente
que denotara al tiempo

x: variables que dependen de ¢y que ad-
quieren valores reales

]f: son funciones reales definidas en un
subconjunto D de R™!

El propésito del estudio fue la de-
mostracién didictica del teorema del
flujo tubular en solucién de ecuacio-
nes diferenciales auténomas.

Método

Se analizé el teorema de flujo tubu-
lar proveyendo de definiciones, lemas,
proposiciones donde a partir de cambios
de coordenadas en una vecindad sobre
un punto que no es singularidad (punto
regular), cualitativamente las soluciones
son equivalentes segtin lo planteado por
Palis (1978), Sotomayor (1979), Doering
(2005) y Benazic (2007) para una familia
de lineas horizontales en un plano.

Resultados y discusién

Previo a demostrar el teorema del flujo
tubular se utilizaron resultados obtenidos,
los cuales fueron referidos tanto a la defi-
nicién de punto regular, homeomorfismo,
difeomorfismo, inmersién, seccién trans-
versal, proposicién como del teorema de
la funcién inversa, donde se utilizaron
para reducir el teorema del flujo tubular
de una vecindad arbitraria. Como p es un
punto regular de un campo f, entonces en
una vecindad suficientemente pequena de
p, se puede direccionar las orbitas de f.

Seguidamente, el simbolo <vl,
v2,...v_> denota al subespacio vecto-
rial de R™ generado por los vectores {v/,
V2,...Vm}

«  Definicién: Punto regular
Sediceque:pe Uf & R*—>R"

Un campo vectorial, es un punto regular

del campo f'si f(p) =0

o Definicion: Homeomorfismo

Un homeomorfismo del conjunto X R®
sobre el conjunto: Y  R", es una bisec-
cién continua de £ X — Y, cuya inversa [
1. Y - X (igualmente es continua) (La-

ges, 2004).
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»  Definicién: Difeomorfismo

Sean: X, Y conjuntos abiertos de R", X,
Y € R" Seaf X — Yes un difeo-
morfismo si, fes biyectiva derivabley /!
también es derivable (Lages, 2004).

«  Definicién: Inmersion

Sea U € R™un conjunto abierto y £ U =
R"una funcién diferenciable en U, se dice
que: fes una inmersién de U en R" si y
solo si, £/ (x) € L (R™; R") es inyectiva, V x
€ U (Palis, 1978).

«  Definicién: Seccién Transversal

Sea U € R™un conjunto abierto, f€
Cx(U) y p € U, una seccién transversal
local de clase C' al campo fen el punto p,
es una funcién Y : V™! —= U de clase C

que satisface las siguientes propiedades: '
1. Y es una inmersién de V™! en U

2. Y: Vo = i [V™] = ) (es un

homeomorfismo)
3. peXx
4@ R <E@R)s-R,

Para todo x € V™!

o Proposicidn:

Si U € R" es un conjunto abierto, f€ C*
(U) y p € U, es un punto regular de f,
entonces una seccién transversal local Y
de clase C* al campo f en el punto p tal

que Y(0) =p

o Teorema de la funcién inversa:

Sea U € R abierto, f U € R” - R°
funcién de clase C* tal que, f (a) €
GL(R") donde a € U, entonces existen
V. €Uy W, (a) € R" conjunto abierto
con,a €V, (a) W(ﬂ) tales que, f V es,

1 y=y: V"1 5y 1]es un homeomorfismo

un difeomorfismo de clase C* (Lages,
20006; Cortés & Aganis, 2012).

La Figura 5 muestra la interpretacién
geométrica del teorema de la funcién in-
versa donde se obtiene que, para 2 en
una vecindad V. € U del origen, se puede
invertir fa f™'. El teorema de la funcién
inversa afirma que, si f'es de clase C*>
0, con la matriz jacobiano es diferente de
cero, entonces f, es localmente un difeo-
morfismo.

Figura 5. Geométricamente teorema de
la funcién inversa

Para la discusidn sobre el teorema del
flujo tubular puede indicarse lo siguiente:

Sea U € R" abierto, f€ C (U) y p €
U un punto regulas entonces dada una
seccién transversal local P: V1 — ) de
clase C*aen pcon 0 fEV yy (0) = p,
entonces existe una vecindad W_de p en
el conjunto abierto U y un difeomorfis-
mo de clase C-.
h:Wp—-1_(0)xB
Dénde: I_ (0) es un intervalo maxi mal,
€ > 0 y B, es una bola abierta en R™!
centrada en el origen (Ferndndez, 2010-
2011):

h [ZHWP] ={0} x B

h es, una conjugacién de clase C* entre f |
Wy el campo constante:
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fi:1a(0) xB - R y f=(1,0,...,0)
La Figura 6 muestra la interpretacién
geométrica del flujo tubular.

F!

Figura 6. Flujo tubular

Para la demostracién y andlisis del
teorema de flujo tubular se plantea lo si-
guiente:

Sea, @: D, = U, el flujo de f'se denota
por: Df= {(t, u) E RxV; (t, Y (v) € D}
€ RxR™!

Luego se define la funcién, donde fes de
clase Ck:

f:D = U

(6 u) > (6 u) =@ (1Y ()

La Figura 7 muestra geométricamente
la funcién f; transforma lineas horizonta-
les en orbitas del campo f que en el ins-
tante 0 pasan por seccién transversal.

e

/v

i

[=

= Fin )
B

B

=

Figura 7. Transformacién del flujo tubular

Sea £ (0,0) = @ (0, p) = p, se probard que
fes un difeomorfismo local en: (0,0) €
R x R™!

Por el teorema de la funcidn inversa se-
rfa suficiente probar que: £ ’(0,0) es un
isomorfismo.

Usando las notaciones del andlisis en va-
rias variables reales se tiene:

F'(0,0) = [9f/ 9t (0,0), I / D, (0,0),...
of / du_ (0,0)] € R™....(*)

Se obtiene I:

of / ot (t,u) = Of / At (¢, Y () = 0 / 9z (2,
W, @),... Y, @)

of / ot (t,u) = of / 9t (t, U () = o / 9z (¢,
U, @), £, @)

of / 3t (0,0), = 3¢ / ot (&, P, O), £ P,
(0),..., w_(0))

of / 9t (0,0), = dp / ot (1, Y 0))

of / 9t (0,0), = d / 9t (0, p)

of / 9t (0,0), = f(Y (0, p) =f(p) = 0
Se obtiene I1:

of I du, (1,2, = 0f / du_, = Of I du, (1, )

of 1 ou (&, Y, @), & U, @),..., v, Y, @)

Of  du, (54) = 3¢ / du (6, W, @), &, W,
@),.... t, U @)

of / auj (0,0) = 9@ / 9x (0, p). ox, / auj
0) + 0@ / 9x,(0, p). 9x,/ du. 0) + ... I
/9, (0, ). 3x, / 9u, 0)...(*)

«  Pero, @ (0,x) = x
@ (0,x) = (x, X,....%,...X)

@ (0,x) = (xe,+ x2,,...+ x€ X+ X ¢€)

0@ / 0x, (0,x) = 9/ Ix, (x.e, + x,6,...+

Xe.x.+xe)
i 1770 n n

0@ / 9x,(0,x) = 9/ dx, (x,e,+ 9/ 9x, (x,e)
+..+0/0x (xe) +..+0d/0x (xe)
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0@/ 0x, (0,x) =0+0 +...e,+...+0
+  Sereduce que, 0@ / 9%, (0,x) = e,
implica que, 9@ / 9%, (0,0) = ¢; V

1 <1i < n-1 reemplazando en (**)

af/au (0,0) = 0y, /8u 0) e, + oy, /au,
(O)e+.. oy /au (O)e

of 1 9u,(0,0) = s, / du, 0) (1,0,...0) +
a¢/éu(0)(01 0) + v Y,/ 3 0)
0,0,...1

3f | 0u,(0,0) = @, / du, (0)0.0,...0)
£ oy, 9u, (0,0),.0)) + oW, / au.
(0,0....,0))

af/ au (0,0) = oy, /8u 0), oy, /au,
all,l /au 0)

of auj (0,0) = oy, / au], 0)
of / auj (0,0) =y’0) (), donde 1 <i <

n-1
+  Luego remplazando en (*)

F'(0,0) = [f(p). 40),.... 4O, |
Como Y = (... P ): V = 3, es una
seccidn transversal, se cumple:

[P (0) [R™'] @ < f(p) > =R Luego,
F’(0,0) € GL (R

Por el teorema de la funcién inversa,
existe: € = €(p) > 0, existe B & R™" bola
abierta centrada en 0 € R™! existe W
vencidad abierta de p en U, tal que: | I_
(0)xB.I_(0)xB — \X/ es un dlfemor—
fismo de clase Ck,

« Se considera:

h=(F| I (0) x B)™: WP—> I (0)xB
como (0, ) € I_ (0) x B; tal que:

F(0,u) =@ (0, LIJ(u))—L|J(u EZDW

En efecto, / >N W ]={0}xB

i) c,si (0, ) €1 0§ x B, entonces F'(0,
u) = @ (0, Lll(u)) =€ Y ...(1). En otro

sentido,

= ({0} x {«/u € B}) W porque es un
dlfeomorﬁsmo F(M) \WP .(2)
De (1) y (2) se concluye que, (0, ») € {0}
x B porlotanto, h X N'W ] {0}xB
b = [{0} x B] >N \W e puede con-
cluir que, /= [X N \W ={0}xB

Finalmente, para (¢, z) € I_
(0) x B; se tiene:

B’ (5, ) £(2, u) = Of 3¢z, 0).(1)
v Of1 3t (£, 1).(0) + ...+ f | Or (s,

2).(0)
() (& ) f,(¢, u) = df 9t (z, u)

B (& u) £ u) = 9@ [ 0t (5, P
()

(5" (& w) £1(2 ) = f(@ (& Y ()
(5" (& w) £ w) = f(F( w)
(5" (& w) (8, ) = f(5h7 (8, w))

FH (8, u), luego /' es una C —
conjugada entre f; y f; / es una C*
— conjugada entre f|W yf

La Figura 8, muestra la interpretacién
geométricamente de conjugacion topold-
gica local entre campos de Ve £, de £ (4!
(¢, u), luego /' es una C* — conjugada
entre Ye f; b es una C*— conjugada entre

f|\WPeY.

5? QG

Pitp) 'P_g|1ll;]1
-p = Nip)

TY |

R T
n Hip) : R™
%JY? fih{p)}

Figura 8. Conjugacién topoldgica local entre

4 =

campos de Ve f
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Se concluyé, que la demostracién del
teorema del flujo tubular para el com-
portamiento de las trayectorias de las
ecuaciones diferenciales auténomas no
lineales a lineales, ha probado ser muy
atil para determinar el comportamiento
de los flujos asociados a campos vecto-
riales, que viene a ser una familia de tra-
yectorias que analiza el comportamiento
geométrico local de las orbitas de un cam-
po vectorial en la vecindad de un punto
regular, pero no describe completamente
el comportamiento topoldgico global de
las orbitas de un flujo asociado al campo
vectorial sino, lo que hace es conjugar en-
tre campo constante y campo vectorial .

En cuanto a mostrar las conjugacio-
nes del ejemplo entre los dos campos, se

percibié que el teorema del flujo tubular,
ofrece ideas acerca del comportamiento
de las trayectorias en puntos regulares;
sin embargo, el teorema es aplicable siem-
pre que se conozca las soluciones de una
ecuacién diferencial no lineal, teniendo
en cuenta que se verifica las condiciones
de homeomorfismo y difeomorfismo.

Las bibliografias consultadas no indi-
can estudios aplicados a la tipologia de la
demostracién implicita del teorema del
flujo tubular, pues los ejemplos analizados
en el programa Wolfram Mathemadtica,
arrojaron resultados considerados como
relevantes, los cuales pueden ser utiliza-
dos para futuros estudios con la finalidad
de corroborar los resultados obtenidos o
para su aplicacién en dreas afines.
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